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Kurven
erzeugende
Sehnen
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Wie verandert sich die Lange
einer Kreissehne, wenn ein End-
punkt fest bleibt und der andere
auf der Kreislinie bewegt wird?
Was geschieht, wenn man statt
des Kreises ein Dreieck, ein
Quadrat, ein n-Eck betrachtet?
Kurven tauchen in der Schule
meist als Graphen von Funktionen
auf — so auch hier. Durch direktes
Gegenuberstellen von Verande-
rungen an den Figuren und den
daraus resultierenden Kurven
wird die ,Kurvendiskussion®

Mit elektronischen Arbeits-
blattern im Internet

anschaulich erfahrbar.
Jurgen Roth

Lehrer fur Mathematik und Physik, derzeit wissen-
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aben Sie sich schon einmal tiber-

legt, wie sich die Lange einer

Kreissehne dndert, wenn man einen
Endpunkt der Sehne festhilt und
den anderen auf der Kreislinie be-
wegt? Klar ist, dass die Sehne am
langsten ist, wenn sich Endpunkte P
und @ gegeniiber liegen — und ver-
schwindet, wenn P und & zusam-
menfallen. Zwischen diesen Extre-
men wird sie erst ldnger und dann
wieder kiirzer.

Dieses Verhalten genauer zu un-
tersuchen motiviert, sich mit funktio-
nalen Zusammenhingen und deren
Darstellung als Kurve/Funktions-
graph auseinander zu setzen. Die
Kurven sind hilfreich fiir die gebiin-
delte und einpridgsame Veranschau-
lichung von Zusammenhingen. In
diesem Unterrichtsgang werden
B die Entstehung von (Zuordnungs-)

Kurven erarbeitet,

B die Anderungsrate von Groflen dy-
namisch erfasst, konkretisiert und
mithilfe eines Gummiband-Mo-
dells sogar ,erfiihlt” und

B Kurveneigenschaften wie Stei-
gung, (lokale) Extrema und Diffe-
renzierbarkeit anschaulich inter-
pretiert.

Dadurch bekommen viele Kurven-

eigenschaften eine tiefere Bedeu-

tung. Die Unterrichtssequenz kann,
unterstiitzt durch die online bereitge-
stellten EUKLID DynaGeoX-Da-
teien, ab der 8. Klasse Gewinn brin-
gend zur intensiven Auseinanderset-
zung mit funktionalen (nichtlinea-
ren) Zusammenhidngen eingesetzt
werden. Soll neben dem eigentlichen

Schwerpunkt der Sequenz auch eine

analytische Untersuchung der empi-

rischen Kurven erfolgen, so werden
der Satz des Pythagoras (9. Klasse)
bzw. trigonometrische Funktionen

(10. Klasse) benotigt. Entsprechende

Anregungen dazu finden Sie eben-

falls online in den Ergidnzungen zu

diesem Beitrag.

Kreissehne

Gegeben ist eine Kreissehne s, deren
Endpunkt P festgehalten wird,
wiahrend der andere Endpunkt @,
bei P beginnend, entgegen dem Uhr-
zeigersinn gleichméafig auf der Kreis-
linie bewegt wird. Wie sieht nun der
Zusammenhang Sehnenldnge und
von Q zuriickgelegte Kreisbogenldinge
genau aus? Man gewinnt schnell den
Eindruck, dass die Lidngendnderung
nicht ganz gleichméfBig erfolgt, dass
also kein linearer Zusammenhang

vorliegt. Die daraus resultierende
Frage ist, zumindest auf den ersten
Blick, nicht rein anschaulich zu be-
antworten:

In welchen Phasen der gleichmd/ligen
Kreisbewegung von Q erfolgt die An-
derung der Sehnenldnge langsamer
bzw. schneller? (GleichmdfSig bedeutet
hier mit konstanter Bahngeschwin-
digkeit.) -

Die Anschauung ldsst uns hier
insbesondere deshalb 1im Stich, weil
wir bei der (vorgestellten) Bewegung
jeweils nur die aktuelle Linge der
Sehne s im Blick haben, diese Lange
aber jetzt mit anderen (benachbar-
ten) Situationen vergleichen miis-
sen. Hierzu ware es hilfreich, wenn
die Sehnenlidngen sukzessive festge-
halten wiirden. Genau das leistet ei-
ne Darstellung, bei der zu jeder La-
ge des Punktes @ auf der Kreislinie
die zugehorige Liange der Sehne auf-
getragen wird (s. Kasten 1). Die Schii-
lerinnen und Schiiler konnen mithil-
fe des in Abbildung 1 wiedergegebe-
nen DynaGeoX-Applets die Entste-
hung einer Kurve anschaulich erar-
beiten. Dort wird zur aktuellen Lage
des Punktes @ auf-der Kreislinie
nach oben die zugah‘li’jrige Sehnen-
lange aufgetragen. (Die Lage von @
wird hier durch den Weg charakteri-
siert, den @, bei A beginnend, auf
der Kreislinie bereits zuriickgelegt

hat.)

Wihrend @ gegen den Uhrzeiger-
sinn auf der Kreislinie bewegt wird,
bewegt sich der ,Lidngenbalken® im
Diagramm von links nach rechts und
verandert dabei seine Linge. Die
Ortslinie des oberen Endpunktes des
,<Lingenbalkens® gestattet einen
Einblick in den zeitlichen Verlauf der
Langenidnderung. Der Verlauf der so
entstandenen Kurve und die zugrun-
de liegende Verdnderung an der geo-
metrischen Figur konnen nun wech-
selseitig interpretiert werden.

Warum ist die Kurve am Anfang
und am Ende so steil und um das
Maximum herum so flach? Dies lasst
sich fiir Schiillerinnen und Schiiler
mithilfe des ,Gummibandmodells®
(Kasten 2) verstehen. Bei der Kreisbe-
wegung von @ veridndern sich die Be-
wegungsanteile in die aktuelle ,,Seh-
nenrichtung® und die Bewegungsan-
teile senkrecht dazu stidndig, obwohl
die Kreisbewegung gleichméfig er-
folgt. (Im DynaGeoX-Applet kann
diese Aufteilung der Bewegungsan-
teile durch Ziehen am Punkt , Hilfe"
dynamisch visualisiert werden (vgl.
Abb. 2 a).) Bei einer Bewegung von @
in der Ndhe des Punktes A (Abb. 2 b)

entspricht die Bewegungsrichtung
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fast der aktuellen ,,.Sehnenrichtung®
und damit erfolgt eine starke Lan-
genidnderung, die sich im steilen Ver-
lauf der Kurve widerspiegelt. Ent-
sprechend dndert sich die Lange 1m
flachen Kurvenstiick kaum, weil die
korrespondierende Bewegung von @
(vgl. Abb. 2c¢) fast senkrecht zur aktu-
ellen ,,Sehnenrichtung® erfolgt.

Auch die Achsensymmetrie der
Kurve lasst sich iiber die Symmetrie
des geometrischen Phinomens ver-
stehen.

Dreieckssehne

Statt einer Kreissehne wird nun eine
Sehne“ s In einem gleichseitigen
Dreieck betrachtet, also eine Strecke
die auf der Berandungslinie des Drei-
ecks beginnt und endet (vgl. Abb. 3a).
Hier lieflen sich die gleichen Fragen
stellen wie oben. Man kann alterna-
tiv aber auch liberlegen, wie die ent-
sprechende Kurve in diesem Fall
qualitativ aussehen miisste. Bewegt
man den Punkt @ wieder bei A begin-
nend im Gegenuhrzeigersinn gleich-
mafig auf der Berandungslinie des
Dreiecks, so stellt man deutliche Un-
terschiede zwischen der Bewegung
auf [BC] und der auf den beiden an-
deren Dreiecksseiten fest.

Eine Bewegung von @ auf den bei-
den von A ausgehendé&Dreleckssel—
ten erfolgt jeweils in die aktuelle
~Sehnenrichtung®, d.h. die gleich-
mallige Bewegung des Punktes @
wird in eine gleichméfige Lidngenéin-
derung der Sehne umgesetzt. Die zu-
gehorigen Kurvenstiicke sind also
zwel Geradenabschnitte, ein steigen-
der am Anfang und ein fallender am
Ende. Wie dndert sich aber die Seh-
nenlidnge bei einer Bewegung von @
zwischen B und C? Zunéchst ist die
Sehne zu Beginn und am Ende der
Bewegung von @ gleich lang, weil
das Dreieck AABC gleichseitig ist.
Andert die Sehne bei der Bewegung
von @ auf [BC] ihre Liange? Wenn
sich die Lange der Sehne nicht ver-
dndern wirde, miusste § auf einer
Kreislinie von B nach C bewegt wer-
den. Diese verlduft aber aullerhalb
des Dreiecks. Damit muss die Sehne
bei der Bewegung von @ auf [BC]
zundchst kiirzer und dann wieder
langer werden. Fiir welche Lage von
R auf diesem Weg hat die Sehnen-
lange ihr lokales Minimum? Einem
einfachen (statischen) Symmetriear-
gument zufolge ist dies der Fall,

wenn Q sich in der Mitte der Strecke
|BC befindet.
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Experimente mit der Kreissehne

-y
a
b
Abb. 1: Die Zuordnung Sehnen-
e lange — Kreisbogenlange wird
A ang sichtbar gemacht

Die Kreissehne s dndert ihre Linge, wenn man ihren Endpunkt auf
der Kreislinie verschiebt. Die Lange des dicken Kreisbogens gibt den
Abstand des Punktes @ vom Punkt A auf der Kreislinie an. Durch
Anklicken des Pfeils (linke Spalte) kann eine gleichméfige Kreisbewe-
oung von @ erzeugt werden.

1 Wann ist die Lange der Sehne s am grofsten und wann am kleinsten?

2 Versuche zu beschreiben, in welchen Phasen der Kreisbewegung des
Endpunktes Q die Anderung der Sehnenldinge langsamer bzw.
schneller erfolgt. Falls du dabei Probleme hast, kann dir vielleicht
das ,,Gummibandmodell® weiterhelfen.

3 Ziehe am Punkt ,,Graph” und versuche, den Verlauf des Graphen an-
hand der Figur zu erkldren.

4 Wie dndert sich der Graph, wenn du am Punkt P, dem anderen End-
punkt der Sehne s, ziehst? Kannst du das erkldren?

9 (Erst ab Klasse 10 losbar.) Welche Kurve stellt obige Ortslinie dar?
Kannst du die Gleichung der Kurve herleiten?

a
Abh. 2: Nur der Anteil der Bewegung von Q in Richtung der Sehne andert deren Lange

Das Gummiband-Modell

Man stelle sich die Sehne s als Gummiband vor, das man an einer Sei-
te festhalt und spannt. Wie (in welche Richtung) muss man am ande-
ren Ende ziehen, damit sich die Linge des Gummibandes maximal
bzw. uberhaupt nicht dndert? Die maximale Lingenidnderung erfolgt,
wenn man in die durch die aktuelle Lage des Gummibandes festgeleg-
te Richtung weiter zieht. Keine Anderung erfolgt, wenn man senkrecht
zur aktuellen ,,Sehnenrichtung® zieht. Konsequente Fortsetzung dieser
Zugweise fiihrt zu einer Kreisbewegung der Hand, wobeil das Gummi-
band als Radius des Kreises seine Linge nicht verdndert.

Auf der enaktiven Ebene, wenn also z.B. mit einem realen Spann-
gummi gearbeitet wird, konnen Schiilerinnen und Schiiler iiber die
aufzuwendende Zugkraﬁ: die aktuelle Anderungsrate der Lingenénde-
rung sogar ,fiihlen”.
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Abb. 3: Am Dreieck konnen die gewonnenen Erkenntnisse ubertragen werden

Man kann aber auch mit den Ei-
genschaften der Bewegung argumen-
tieren und erhélt so zuséatzlich Ein-
sichten in das Anderungsverhalten
der Sehnenldnge. Wird @ bei B be-
ginnend auf [BC] bewegt, so ergibt
sich ein Bewegungsanteil in Rich-
tung der aktuellen ,Sehnenrich-
tung®, der zu einer Verkiirzung der
Sehnenldnge fiihrt. Dieser Bewe-
gungsanteil wird aber immer gerin-
ger, well die Sehne sich bei dieser Be-
wegung von ¢ immer mehr aufrich-
tet, bis sie senkrecht zu BC steht.

In dem Moment, in dem die Sehne
s mit BC einen rechten Winkel
einschlieflt, erfolgt die Bewegung von
@ exakt senkrecht zur aktuellen
~Sehnenrichtung®. Das heif3t einer-
seits, dass die momentane Léan-
genidnderung der Sehne Null ist und
andererseits, dass die Sehne in die-
sem Augenblick Hohe bzgl. der Drei-
ecksseite [BC] 1st. Wandert @ von
dieser Momentanlage aus weiter,
so wird der Anteil der Bewegung in
aktueller Sehnenrichtung immer
orof3er. Die Sehne wird also langer
und zwar umso schneller, je ndher
der Punkt @ dem Punkt C kommt.

Die zugehorige Kurve muss also eine

gebogene Kurve mit einem Minimum

in der Mitte sein.

Nach dieser Vorarbeit ergibt sich
bereits eine recht gute qualitative
Vorstellung vom tatséchlichen Ver-
lauf der Kurve. Die Kurve in Abbil-
dung 3b zeigt, dass die bisherigen
Uberlegungen zutreffend waren. Bei
der Betrachtung der Kurve konnen
sich aber auch neue Fragen ergeben,
die mithilfe der Situation in der Fi-
gur diskutiert werden konnen:

B Warum ergeben sich Ecken in der
Kurve?

B Warum ist die Kurve achsensym-
metrisch?

M Ist der mittlere Teil der Kurve ein
Kreisbogen? (Nein! Auf den unten
angegebenen Internetseiten wird
erlautert, wie sich die Kurve ab
der 9. Klasse analytisch beschrei-
ben lasst.)

B Wie dndert sich die Form der Kur-
ve, wenn man die Sehnenlange
nicht tiber dem von @ auf der Be-
randungslinie zuriickgelegten Weg
auftragt, sondern iiber dem zur
Sehne s gehorigen Mittelpunkts-
winkel? (Auf den angegebenen In-
ternetseiten kann das interaktiv
erforscht werden.)

N

% A Lange s

(0
=

A
<m

o
4=

+)

A

0 90° 180°

L

=

I
270° 360°

Abb. 4: Mit eigenen Polygonen auf Entdeckungsreise gehen
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Sehnen weiterer Polygone

Eine nahe liegende Variation der
Problemstellung, die das Verstiandnis
fiir die hier dargestellten Zusammen-
hiange vertieft, besteht darin, andere
Polygone und deren Sehnen zu be-
trachten. Ziel ist es hier, entweder
von der Realsituation ,,Polygon mit
Sehne“ auf die zugehorige Kurve zu
schlieflen oder umgekehrt von der
Kurve auf das zugrunde liegende Po-
lygon. In den online verfiigharen Ma-
terialien zur Unterrichtssequenz
werden dynamische Arbeitsblatter
zum Quadrat, Flinfeck, Sechseck und
Achteck angeboten. Hierbei kann je-
wells frei gewéhlt werden, ob zu-
nidchst die Realsituation oder die
Kurve eingeblendet wird. Das jeweils
Fehlende wird dann mental erschlos-
sen und kann schlielllich zur Kon-
trolle auch eingeblendet werden.

Sehnenanderungen
selbststandig erforschen

Nachdem die Schiilerinnen und
Schiiler wie oben beschrieben Kur-
veneigenschaften erschlossen haben,
untersuchen sie im letzten Teil der
Unterrichtssequenz eigene n-Ecke.
Das dazu notwendige Analysewerk-

wird ihnen in Form eines Dyna-
GeoX-Applets zur Verfiigung gestellt.
Dabeil entdecken sie interessante
(neuartige) Kurven (vgl. Abb. 4) und
konnen ihre Analysefdhigkeit aus-
bauen.

Die auf EUKLID DynaGeoX-Ap-
plets basierenden Unterrichtsmate-
rialien zu diesem Artikel sind im In-
ternet unter folgender Adresse abruf-
bar: http://www.juergen-roth.de — EUKLID
DynaGeo — K — Kurvenerzeugende Seh-
nen oder als Download auf unserer
homepage www.mathematik-lehren.de
erhaltlich.
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